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Abstrak. Penelitian ini dilakukan untuk menyelesaikan persamaaan Schrodinger dalam 

pengaruh panjang minimal untuk potensial Woods-Saxon. Penyelesaian dilakukan hanya pada 

bagian radial dengan mengaplikasikan pendekatan Pakeris. Penyelesaian secara analitik 

dilakukan menggunakan Supersimetri Mekanika Kuantum. Hasil analitik yang diperoleh 

berupa persamaan energi dan fungsi gelombang non-relativistik. Berdasarkan hasil analitik, 

terlihat bahwa persamaan energi dan fungsi gelombang yang diperoleh dipengaruhi oleh 

parameter panjang minimal. Selanjutnya dilakukan perhitungan numerik menggunakan 

software Matlab. Analisis terhadap hasil numerik menginformasikan bahwa energi meningkat 

sesuai dengan peningkatan nilai panjang minimal dan bilangan kuantum. 

1. Pendahuluan 

Sifat gelombang dari materi menunjukan adanya hubungan antara penentuan posisi dan momentum 

yang tidak mungkin dilakukan dengan pasti secara bersamaan. Besarnya ketidakpastian pengukuran 

tersebut dikenal dengan prinsip ketidakpastian Heisenberg [1,2]. Secara umum, diterapkannya 

gravitasi kuantum pada suatu sistem menjadikan energi sistem tersebut menjadi sangat tinggi dan 

menyebabkan adanya skala panjang minimal yang muncul. Efek gravitasi kuantum tersebut muncul 

dengan jarak yang sangat kecil dalam skala panjang Planck [3,4]. Prinsip ketidakpastian umum 

(Generalized Uncertainty Principle) diperoleh dari Adanya panjang minimal yang diterapkan pada 

prinsip ketidakpastian Heisenberg menjadi [5, 6]. Perbedaan antara keduanya terletak pada ada dan 

tidaknya pengaruh panjang minimal pada sebuah sistem kuantum. 
Persamaan Schrodinger digunakan untuk menemukan energi dan fungsi gelombang pada sebuah 

sistem non-relatifistik. Energi dan fungsi gelombang tersebut begitu penting karena akan 

menginformasikan keadaan sistem [7]. Ditinjaunya suatu sistem non-relativistik dengan pengaruh 

gravitasi menyebabkan munculnya efek panjang minimal pada persamaan Schrodinger. Persamaan 

Schrodinger dalam pengaruh panjang minimal merupakan salah satu kajian yang menarik dan sedang 

berkembang. Penyelesaian persamaan Schrodinger dalam pengaruh panjang minimal telah digunakan 

dalam Woods-Sexon [5] dan Square Well Potential [8] pada kasus scattering. 

Pada penelitian ini diselesaikan persamaan Schrodinger dalam pengaruh panjang minimal untuk 

potensial Woods-Saxon. Penyelesaian hanya dilakukan pada bagian radial. Adanya faktor sentrifugal 

menyebabkan persamaan Schrodinger tidak dapat diselesaikan dengan cara biasa. Maka digunakan 
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pendekatan Pakeris dengan bentuk yang mirip dengan potensial Woods-Saxon. Dengan menggunakan 

pendekatan Pakeris, persamaan Schrodinger dalam pengaruh panjang minimal dapat diselesaikan 

menggunakan supersimetri mekanika kuantum. Supersimetri mekanika kuantum merupakan salah satu 

solusi dalam penentuan spektrum energi dan fungsi gelombang dari beberapa sistem dengan potensial 

yang memiliki sifat invariance. 

Dalam penelitian ini, solusi persamaan Schrodinger berupa energi dan fungsi gelombang dianalisis 

terhadap nilai panjang minimal dan bilangan kuantum yang berbeda. Paper ini disusun sebagai berikut: 

bagian 2 menjelaskan tentang persamaan Schrodinger dengan panjang minimal, pada bagian 3 

dijelaskan metode yang digunakan yaitu supersimetri mekanika kuantum dan potensial shape 

invariance. Bagian 4 disajikan hasil dan diskusi, baik secara analitik maupun numerik dan bagian 5 

kesimpulan. 

2. Persamaan Schrodinger dalam pengaruh panjang minimal 

Hubungan komutasi kanonik umum termodifikasi dalam pengaruh panjang minimal didefinisikan 

seperti [4, 6] 

   2, 1X P i P          (1) 

dimana  

 
2

 ,   1i ii iX x P p p          (2) 

  merupakan parameter panjang minimal dengan interval 0 1  .  adalah operator momentum 

pada energi rendah dan  adalah operator momentum pada energi tinggi. sedangkan, p  adalah besar 

vector ip
 
[4]. Pada energi rendah, energi jauh lebih kecil dari massa Planck sehingga suku kedua sisi 

kanan persamaan (2) hilang. Persamaan tersebut berubah menjadi persamaan yang kita kenal dengan 

perinsip ketidakpastian Heisenberg [5, 6].  

Dengan mensubtitusikan momentum pada Persamaan (2) kedalam persamaan Schrodinger, dimana 

p    , maka persamaan Schrodinger dalam pengaruh panjang minimal dituliskan dalam bentuk 

berikut 
2 4

2 2 ( )
2

V r E
m m
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Untuk dapat menyelesaikan Persamaan (3), 
2  diperoleh dengan mengenolkan nilai   pada 

Persamaan (3) sehingga diperoleh 
2

2
2 0

2

2
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m
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Dalam mekanika kuantum, sistem yang digunakan dianggap berbentuk bola sehingga operator 

Laplacian yang digunakan [1] yaitu 

2 2
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1
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r r r
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dimana 
2
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Penyelesaian persamaan Schrodinger hanya dilakukan pada bagian radial, dimana   merupakan 

bagian sudut dari operator Laplacian 

     , 1 ,m mY l l Y               (7) 

dengan menggunakan Persamaan (4) dan (5) maka Persamaan (3) tereduksi menjadi 

ip
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  (8) 

agar suku pertama Persamaan (8) hanya dalam bentuk radial maka dilakukan subtitusi  
 F r

r
r

   

kedalam persamaan (8). Dengan menggunakan Persamaan (4) dan (5), persamaan Schrodinger pada 

Persamaan (8) menjadi 

       
2 2 2

2
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1 4 ( ) 0
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d
l l m V r E V r E F r
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  (9) 

Untuk menemukan bagian radial menggunakan pemisahan variabel, digunakan fungsi gelombang non-

relativistik baru    ( ) ,mF r r Y   , sehingga diperoleh 

       
2 2 2

2
0

2 2

1
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d
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m dr m r


              
  (10) 

Persamaan (10) merupakan persamaan Schrodinger dalam pengaruh panjang minimal. 

3. Metode 

3.1. Supersimetri Mekanika Kuantum 

Teori supersimetri menggambarkan suatu model partikel dalam medan vakum serta interaksi antar 

partikel [9]. Supersimetri adalah simetri yang tetap invariant dibawah transformasi yang mengubah 

boson menjadi fermion dan sebaliknya [10, 11]. Operator supermuatan sebagai faktor utama penyusun 

SUSY Hamiltonian merupakan suatu konsep penting dalam supersimetri mekanika kuantum. Untuk 

N=2 operator supermuatan terdiri dari Q dan Q+ [10].  Dalam sistem mekanika kuantum, komutasi 

operator supermuatan dengan Hamiltonian supersimetri Hss memenuhi hubungan berikut 

 , ssQ Q Q Q QQ H    
       (11) 

dimana operator supermuatan ditulis sebagai 

 ,        
0 0 0

    
0 0 0

A
Q Q

A







  
    
           (12) 

dan Hamiltonian supersimetri didefinisikan sebagai 

0 0
    

0 0
SS

A A H
H

A A H

  

  

   
    
          (13) 

Parameter A
 merupakan operator penaik dan A

operator penurun 

( )
2

d
A x

dxm
   

dan 

_ ( )
2

d
A x

dxm
 

     (14) 

Pasangan Hamiltonian supersimetri 
H yaitu,  

2 2

2
( )

2

d
H V x

m dx
   

        (15) 
2 2

2
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2

d
H V x

m dx
   

        (16) 

 dimana
V  dan 

V  disebut dengan pasangan potensial supersimetri. 

3.2. Potensial Shape Invariance 
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Sepasang dengan bentuk yang sama dalam system kuantum disebut dengan potensial shape invariance. 

Apabila pasangan potensial tersebut digambarkan dalam bentuk grafik, maka akan memiliki bentuk 

yang sama walaupun garis tersebut tidak berhimpit [9]. Secara matematis pasangan superpotensial 

dapat di tulis seperti berikut 

     2, , ' ,
2

j j jV x a x a x a
m

   

dan 
     2, , ' ,

2
j j jV x a x a x a

m
   

 (17) 

dimana   adalah superpotential. Lalu dengan menggunakan hubungan Hamiltonian SUSY dan 

Hamiltonian standar, kita dapat tuliskan 
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d
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      (18) 

Persamaan (18) dapat direduksi dalam bentuk potensial berikut 

     2

0 0, , ' ,
2

eff j j jV V x a E x a x a E
m

     

     (19) 

 V x
 disebut dengan potensial efektif. Secara umum Hamiltonian ke-k ditulis  
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d
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    (20) 

sehingga, energi non-relativistik dari 
H  yaitu 

( )

1
(a )

k

n ii
E R




         (21) 

dalam bentuk Persamaan (17), 
 iR a

 ditulis 

  1(x;a ) (x;a )i i iR a V V   
       (22) 

Berdasarkan nilai 0E
 yang kita peroleh dari Persamaan (18) dan nE

 dari Persamaan (21), diperoleh 

energi non-relativistik total En yaitu 
 

0n nE E E


 
         (23) 

dimana 0E
 merupakan energi non-relativistik tingkat dasar pada pasangan Hamiltonian penurun.  

Untuk memperoleh fungsi gelombang tingkat dasar, fungsi gelombang tingkat dasar dikalikan dengan 

operator penurun dan hasilnya harus nol [9, 12, 13].  
( )

0 0A  
         (24) 

dengan oprasi hitung sederhana maka diperoleh 

   ( )

0 0 0

2
, exp ,xm

x a N x a dx 
 

  
 


      (25) 

N merupakan konstanta normalisasi. Pada tingkat yang lebih tinggi, fungsi gelombang non-relativistik 

 0;n n a 

 ditentukan menggunakan operasi berantai operator penaik 
 A

terhadap fungsi 

gelombang dibawahnya. Sehingga secara umum, fungsi gelombang non relativistik ke- n  ditulis  

     0 0 1 1; ; ;n nx a A x a x a   

        (26) 

 0;n n a 

merupakan fungsi gelombang ke- n  dari sistem. 

4. Formatting the text 
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4.1. Penyelesaian Secara Analitik 

Woods and Saxon memperkenalkan sebuah potensial untuk mempelajari elastic scattering dari proton 

20MeV dengan inti berat [14]. Potensial tersebut dikenal dengan potensial Woods-Saxon. Potensial 

Woods-Saxon merupakan  potential  yang memiliki peran penting dalam fisika nuklir dan fisika 

mikroskopik. Potensial ini digunakan untuk mendeskripsikan interaksi dari neutron dengan inti berat. 

[15, 16]. Potensial Woods-Saxon dapat dituliskan dalam bentuk  

0

0

1

r R

a

V
V

e

 
 
 

 



         (27) 

dimana 
1

3
0 0R r A ,  0 40.5 0.13V A MeV  , a R , 0V  menunjukan lebar potensial, 0R  

merupakan jari-jari inti dengan 0 1,25r fm  dan A   adalah nomor massa, sedangkan a  merupakan 

konstanta yang berhubungan dengan ketebalan permukaan.  

Persamaan Schrodinger untuk 0  menyebabkan adanya faktor sentrifugal sehingga persamaan 

tersebut tidak dapat diselesaikan dengan cara biasa. Adanya faktor sentrifugal mengharuskan kita 

menyelesaikan dengan metode yang berbeda yaitu dengan menggunakan sebuah pendekatan. 

Pendekatan ini didasarkan dari pengembangan faktor sentrifugal dalam sebuah deret eksponensial 

yang didasarkan pada jarak antar inti dengan mempertimbangkan persyaratan sampai orde kedua, 

sehingga potensi efektif yang diperoleh mempertahankan bentuk aslinya. Perlu di garis bawahi bahwa 

pendekatan ini hanya berlaku untuk keadaan energi dengan vibrasi rendah. Dengan mengubah 

koordinat o

o

r R
x

R


 , 0R

a
  maka persamaan bagian radial dapat disubtitusi dengan  1or R x  , 

dan diselesaikan dengan pendekatan Pakeris. Selanjutnya bentuk sentrifugal diperluas dalam deret 

Taylor di sekitar titik x=0 atau 0r R . Untuk menyelesaikan bagian radial persamaan (10) maka 

digunakan pendekatan Pakeris berikut  

 
 2

22 22
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1 1 1
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       (28) 

Dengan mengasumsikan bentuk ke-empat dan seterusnya bernilai sangat kecil maka pendekatan yang 

digunakan hanya sampai pada suku ketiga. Selanjutnya bentuk rotasional diubah menjadi 
2
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1 1x x
x x D D D
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atau disederhanakan menjadi 
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DD
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(30) 

lalu dengan menyamakan suku-suku pada bagian kanan dan kiri persamaan, diperoleh [14-16] 

konstanta sebagai berikut 
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Dengan demikian Persamaan (28) dapat ditulis ulang dalam bentuk 
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Selanjutnya, dengan menggunakan Persamaan (32) dan mengenalkan parameter 
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maka 

Persamaan (10) menjadi 



 

 

 

 

 

Penyelesaian persamaan schrodinger dalam pengaruh panjang minimal untuk potensial woods-saxon 

menggunakan supersimetri mekanika kuantum  

April 2018 689 ISSN: 2477-1511 

   

22 2

1 2 32

2
2

2 0 0

0 0

(r) 1 1
... (r)

2 1 1

1 1
4 1 8 4 (r) 0

1 1

x x

x x

d
D D D

dr e e

V E V E E
e e

 

 




  

   
      

    

  
         

    

   (33) 

 

dengan memperkenalkan parameter berikut 
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Persamaan (33) dapat ditulis menjadi lebih sederhana 
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Berdasarkan bentuk persamaan potensial efektif yang diperoleh, superpotensial yang sesuai adalah  
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Dengan mensubtitusikan Persamaan (37) kedalam Persamaan (17), diperoleh 
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dan dengan mensubtitusikan Persamaan (38) kedalam Persamaan (19) maka kita memperoleh 
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Selanjutnya digunakan Persamaan (36) dan (39) seperti  
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Lalu dengan menyamakan kedua ruas Persamaan (40), diperoleh nilai p dan q 
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dengan nilai energi faktorisasi  
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  , diperoleh pasangan superpotential berikut 
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Dengan demikian kita dapat

 

mengeneralisasi konstanta na q n   untuk dapat menentukan 

potensial shape invariance pada nilai 1a  sampai ke na . dimana  nR a  tidak bergantung pada nilai n . 

Sehingga kita dapat menghitung
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Sesuai Persamaan (21), maka persamaan (45) merupakan nilai energi tingkat dasar. Dengan 

menjumlahkan Persamaan (42) dan (45), energi total pada Persamaan (23) diperoleh  
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(46) 

Dari persamaan (46) terlihat bahwa besarnya energi dipengaruhi oleh banyak hal diantaranya: massa 

inti (µ), bilangan kuantum (n), bilangan kuantum orbital (l), energi sistem tanpa panjang minimal (Eo), 

jari-jari inti (R0), dan rasio antara jari-jari inti dan lebar potensial (δ), lebar potensial (V0). 

Adapun fungsi gelombang non-relativistik tingkat dasar sistem dihitung dengan menggunakan 

Persamaan (25) dan  (37) adalah 
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    (47) 

Dilihat dari Persamaan (34), parameter A1 dan A1 merupakan parameter yang mengandung panjang 

minimal. Dengan demikian kita peroleh bahwa selain persamaan energi, fungsi gelombang keadaan 

dasar juga dipengaruhi oleh besarnya panjang minimal (α). Selain itu juga dipengaruhi oleh massa inti 

(µ), bilangan kuantum orbital (l), energi sistem tanpa panjang minimal (Eo), jari-jari inti (R0), dan 

rasio antara jari-jari inti dan lebar potensial (δ), lebar potensial (V0). 

4.2. Hasil Numerik 

Persamaan (46) merupakan persamaan energi yang diperoleh secara analitik. Berdasarkan persamaan 

energi tersebut, dapat dilakukan perhitungan numerik menggunakan aplikasi Matlab. Pengolahan hasil 

numerik dilakukan menggunakan parameter berikut: 40A  ,   1

0 40,5 0,13V A fm  , 
11 fm  , 

0,65a fm . Perhitungan dilakukan dengan variasi bilangan kuantum orbital dalam fungsi panjang 

minimal. Berdasarkan hasil yang diperoleh, diamati hubungan bilangan kuantum orbital terhadap 

energi tingkat dasar sistem non-relativistik pada berbagai nilai parameter panjang minimal. Penyajian 

hasil dilakukan menggunakan tabel dan grafik. Tabel 1 menunjukan energi non-relativistik tingkat 

dasar . 

 

Tabel 1. Energi Non Relativistik Tingkat Dasar dalam Fungsi Panjang 

Minimal dengan variasi bilangan kuantum orbital (l) 

E(eV) 

n,l α = 0 α = 0.005 α = 0.01 

0,2 2.15954E+13 9.93989E+24 9.9426E+24 

0,3 4.31909E+13 7.94802E+25 7.9523E+25 

0,4 7.19848E+13 3.6770E+26 3.6803E+26 

0,5 1.07977E+14 1.23993E+27 1.2416E+27 

0,6 1.51168E+14 3.39862E+27 3.405E+27 

 

Tabel 1 menjelaskan bagaimana panjang minimal dan bilangan kuantum orbital mempengaruhi nilai 

energi sistem. Dari Tabel 1 terlihat bahwa energi sistem dengan panjang minimal jauh lebih besar 

daripada sistem tanpa panjang minimal. Dengan kembali menganalisis Persamaan (46) terlihat bahwa 

untuk memperoleh energi dengan panjang minimal, nilai energi tanpa panjang minimal digunakan 

sebagai masukan. Nilai energi dengan panjang minimal yang lebih besar menghasilkan energi yang 

lebih besar, namun masih dalam orde yang sama. Selanjutnya untuk menjelaskan pengaruh bilangan 

kuantum orbital, Tabel 1 dapat kembali diamati dimana bilangan kuantum orbital divariasikan antara 2 

sampai 6. Terlihat bahwa, baik dengan adanya parameter panjang minimal ataupun tidak, nilai energi 

selalu meningkat sesuai dengan  meningkatnya nilai bilangan kuantum orbital. 

5. Kesimpulan 
Dalam penelitian ini, ditemukan solusi persamaan Schrodinger dengan panjang minimal pada 

potensial Woods-Saxon. Persamaan bagian radial diselesaikan dengan supersimetri mekanika kuantum 

menggunakan pendekatan Pakeris. Hasil yang diperoleh berupa fungsi gelombang dan persamaan 

energi sistem non-relativistik. Selain dilakukan perhitungan secara analitik, energi sistem juga 

dihitung secara numerik menggunakan software Matlab. Analisis hasil dilakukan dan disimpulkan 

bahwa pada berbagai nilai bilangan kuantum orbital, meningkatnya nilai parameter panjang minimal 
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meningkatkan energi sistem. Pada sistem dengan panjang minimal atau tanpa panjang minimal, 

bilangan kuantum orbital yang lebih tinggi menghasilkan energi yang lebih tinggi pula. Adapun sistem 

dalam pengaruh panjang minimal memiliki energi yang jauh lebih besar dibanding sistem tanpa 

pengaruh panjang minimal. 
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