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Abstrak. Efek panjang minimal terhadap energi dan fungsi gelombang dari partikel berspin
nol dengan potensial Hulthen diselesaikan menggunakan persamaan Klein-Gordon. Persamaan
Klein-Gordon diselesaikan secara analitik menggunakan Asymptotic Iteration Method (AIM)
untuk memperoleh persamaan energi dan fungsi gelombang. Energi dari persamaan Klein-
Gordon dihitung secara numerik menggunakan software Matlab, sedangkan fungsi
gelombangnya disajikan dalam fungsi Hipergeometri. Hasil perhitungan secara numerik
menunjukkan bahwa energi dari persamaan Klein-Gordon semakin meningkat karena
meningkatnya parameter panjang minimal.

1. Pendahuluan
Perilaku partikel mikroskopik pada ruang lingkup relativistik dalam mekanika kuantum dapat

dijelaskan menggunakan Persamaan Klein-Gordon yang dibangun atas potensial vektor (V(r,e,go))

dan potensial skalar (S(r,@,(o)) [1]. Persamaan Klein-Gordon merupakan pengembangan dari
Persamaan Schordinger yang dapat diterapkan untuk partikel berspin nol [2]. Persamaan Klein-Gordon
memiliki kondisi potensial skalar sama dengan potensial vektor (S(r,&,gp) =V(r,0, go)) dan potensial

skalar sama dengan negatif potensial vektor (S(r,e, (0)=—V(r,49,q0)). Pada kedua kondisi tersebut

persamaan Klein-Gordon dapat direduksi menjadi seperti persamaan Schordinger, sehingga dapat
diselesaikan menggunakan metode dalam mekanika kuatum non-relativistik seperti Supersimetric
Quantum mechanic (SUSY) [3], Nikivorov Unvorof [4], dan Asymptotic Iteration Method [1].

Dalam mekanika kuantum, hubungan komutasi antara posisi dan momentum dijelaskan
menggunakan prinsip ketidakpastian Heisenberg yang ditunjukkan oleh [5],

[X,P]=in (1)
dimana, X adalah operator posisi, P adalah operator momentum, i adalah bilangan imaginer dan
n=h/2z dengan h adalah konstanta Planck . Ketika prinsip ketidakpastian Heisenberg dipengaruh
oleh grafitasi kuatum maka disebut dengan General Uncertainty Principle (GUP) atau dapat disebut
dengan panjang minimal [5]. Persamaan umum GUP yaitu,

[X,ﬁ]zih(lmmpz) (2
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dimana, «,, adalah parameter panjang minimal yang besarnya 0<¢,, <1 dan P adalah besaran

momentum [6]. Saat energi lebih rendah dari massa Planck maka Persamaan (2) dapat tereduksi
menjadi prinsip ketidakpastian Heisenberg [6]. Beberapa peneliti telah menerapkan efek panjang
minimal dalam persamaan Klein-Gordon yang dipengaruhi oleh suatu potensial. Pada tahun 2009,
persamaan Klein-Gordon dengan efek panjang minimal dipengaruhi oleh potensial trigonometri yang
diselesaikan menggunakan pendekatan Algebarik [7]. Pada tahun selanjutnya, persamaan Klein-
Gordon dengan efek panjang minimal diselesaikan menggunakan pendekatan Feyman untuk potensial
linier [8], metode hipergeometri digunakan untuk potensial cotangen hiperbolik [9] dan AIM
digunakan untuk potensial cotangen trigonometri [10,11].

Dalam penelitian ini, efek panjang minimal diterapkan dalam persamaan Klein-Gordon pada kondisi
kondisi potensial skalar sama dengan potensial vektor yang dipengaruhi oleh potensial Hulthen.
Penelitian ini hanya membatasi untuk penyelesaian persamaan Klein-Gordon pada bagian radial yang
diselesaikan dengan AIM yang diperoleh persamaan energi dan persamaan fungsi gelombang.

2. Solusi alternatif Persamaan Klein-Gordon dalam efek panjang minimal

General Uncertainty Principle (GUP) atau panjang minimal merupakan hasil modifikasi hubungan
komutasi antara posisi dan monentum dari prisnip ketidakpastian Heisenberg. Persamaan (2) yang
menunjukkan GUP dapat ditulis sebagai berikut [5-6],

X, =% (3)
P =(L+an )P @
dimana, Ifgadalah operator momentum saat energi tinggi, p, adalah operator momentum saat energi
rendah, dan p adalah besarnya p, .
Persamaan Klein-Gordon secara umum vyaitu [4,7],
(E=V (r.0.0)) w(r.0.0)=| Pt +(M,c" +5(r,0.0)) v (r.0.0) (5)
dengan, V(r,0,¢) adalah potensial vektor, S(r,6,¢) adalah potensial skalar, E adalah energi

relativistik dan M, adalah massa diam. Pada kasus spin simetri (S(r,0,¢)=V (r.6,¢)) untuk
persamaan Klein-Gordon yang kemudian disubstitusi dengan p =—-iaV dan ¢ = =1(dalam natural
unit) ke dalam Persamaan (5) maka diperoleh,
(E* =M, =(E+M, )V (1r,0,0))y (r,0,0)=—(A-20,, A, )y (r.0,0) (6)
Untuk kondisi tanpa dipengaruhi panjang minimal pada persamaan Klein-Gordon dimana
a,,. =0, maka diperoleh
Ay = (B =M,2~(E, + M, )V (1,0,0)) )

dimana E, adalah energi relativistik pada kondisi tanpa efek panjang minimal. Bentuk Aozdari
Persamaan (7) hanya bergantung pada potensial. Kemudian Persamaan (7) disubtitusikan pada
Persamaan (6), sehingga didapatkan,
(EZ—Moz—(E+MO)V(r,@,(p))y/(r,e,go):—(A—ZaML(EOZ—MOZ—(EO+MO)V(r,H,(p))z)t//(r,H,(p)(S)
Sementara untuk operator Laplacian koordinat bola ditunjukkan oleh,
2
1op0 AL 0,0, 1 7 ©
ror or r°|sing ol 060 sin“ 8 op
Persamaan (9) dimasukkan ke dalam Persamaan (8), kemudian dengan metode pemisahan variabel
yang dimisalkan menggunakan fungsi gelombang baru y (r,6,¢)=R(r)©(6)®(¢), maka diperoleh
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bagian polar dan radial dari persamaan Klein-Gordon dalam efek panjang minimal, yaitu untuk bagian
polar,

1 1 o .. a®(9)+ 1 1 d(p)

- —sind =1 10
®(¢9)sin€6¢95m 00  D(p)sin’6 0p’ (10)
dan bagian radial,
(B2 =M, =(E+M,)V(r)) |
EZ-M2)
10z R(r), (E ) R(r)= % R(r) (11)
rror o or | =20, | -2(E2 -M,?)(E,+M,)V(r) r
+(Ey +M, ) VE(r)

dimana A adalah konstanta dari metode pemisahan variabel yang berhubungan dengan momentum
angular (L). Untuk memperoleh energi relativistik dari persamaan Klein-Gordon maka dipilih yang
bagian radial. Dengan mengaplikasikan R(r)=U(r)/rdan A=L(L+1)ke dalam Persamaan (11),

maka diperoleh

[(E? =M, —(E, + M,V (1)) |
d2U (r)_L(L+1)I - (EOZ_Moz)z N
dr? re v 20, —2(E02—M02)(E0+M0)V(r) u(r)=0 (12)
+(Ey + M, )*VZ(r)

Persamaan (12) merupakan persamaaﬁ Klein-Gordon dalam efek panjang —minimal pada kondisi spin
simetri.

3. Asymptotic Iteration Method
Asymtotic Iteration Method (AIM) atau metode iterasi asimtotik merupakan salah satu metode untuk
penyelesaian secara eksak dari persamaan differensial orde dua, yaitu [12,13]

Yo ()= 25 (%) ¥y (%) +55 () ¥, (%) (13)
dimana 4, (x)# 0. Parameter n menunjukkan bilangan kuantum radial. Variabel s,(x) dan A (x)
bersifat dapat didiferensialkan. Untuk memperoleh solusi dari persamaan (13) yaitu

Yo (X)=A(X)¥0 (x)+5:(X) s (%) (14)
Dimana
A (%) =2 (X)+8 (X)+ 4" (%) (15)
S (X) =5, (X)+55(X) 4y (X) (16)
k=123.. 17)
Nilai eigen dihasilkan dari keadaan kuantisasi yaitu,
Ay (%) = A (X) 81 (X) = A (%) 8 () (18)

dimana k adalah bilangan iterasi. Bilangan kuantum radial n adalah sama dengan bilangan iterasi k.
untuk menghasilkan fungsi gelombang maka persamaan (18) direduksi menjadi

. ax"t t+1) wx"
Yo (X)ZZ(W—TJ% (X)—wyn(x) (19)

Solusi eksak dari Y, (x) adalah,
Y, (X)=(-1)"C'(N+2)" (), ,F(-n p+n;o;bx"*?) (20)
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dengan,
_F(a+n); o—:2t+N+3; p:(2t+1)b+2a 21)
I'(o) N +2 (N+2)b

C adalah konstanta normlisasi dan ,Fadalah fungsi hipergeometri. Untuk memperoleh fungsi
gelombang maka digunakan Persamaan (19)-(21) [12,13].

4. Hasil dan Pembahasan

Potensial Hulthen merupakan potensial yang memiliki jangkaun pendek dalam fisika. Potensial ini
digunakan dalam bidang fisika nuklir, fisika partikel dan fisika atom. Persamaan umum potensial
Hulthen yaitu [14-15],

—2a@r

e
V (r) = —Vowl_—

e72wr

dimana, Vv,dan @ adalah konstanta potensial, r adalah jangkauan potensial. Untuk mendapatkan

solusi yang sederhana, maka potensial Hulthen diubah dalam bentuk trigonometri hiperbolik, sehingga
diperoleh,

(22)

V(r):v"zw (1-cothar) (23)

Untuk nilai r yang kecil dapat dilakukan pendekatan menggunakan pendekatan sentrifugal [16],
yaitu

2

1 @
== 24
r’ sinh’ar 24)
Dengan memasukan Persamaan (23)-(24) ke dalam Persamaan (12), maka didapatkan
(£+m,)Ve@)
+a 62 (V,@)" |cothar
V.o 2 —2ay 1 (V,@)
dZU(I‘) ZUZL(L+1)+06ML§2(2)
—— — u(r)+ U(r)=0 (25)
dr sinh® @r , , (V w)
(E*=M2)-(E+M, )=~
+ 12ay 1 (V@) -2y 8% (V@)
_2051\/"_772
dimana,
5=(E,+M,); 7=(E’-M;)(E;+M,); n=(E’-M,) (26)

Persamaan (25) merupakan persamaan Klein-Gordon pada kondisi spin simetri dalam efek panjang
minimal yang dipengaruhi oleh potensial Hulthen. Kemudian, untuk memperoleh solusi sederhana dari
Persamaan (25), maka Persamaan (25) direduksi menjadi,

d’U(r) | v(v-1) , ~
= —Linhzm—chotthK U(r)=0 (27
dengan,
v(v—l):[sz(L+1)+aML52@] (28)
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2q =[(E+ MO)@WML&Z (Vo) —2a,, ;((vow)J (29)
K= [(EZ - MOZ)—(E + MO)(V‘JZZ”) + 20y, 7 (V@) -y 8% (V@ )’ - ZaMan) (30)

Persamaan (27) merupakan persamaan diferensial yang harus direduksi ke dalam persamaan
diferensial tipe hipergeometri. Dengan menggunakan variabel pengubah coth@ r=1-2y ke dalam
Persamaan (27) maka didapatkan

03U g U gy det 4 _
y(1-y) & +(1-2y) &y +{v(v 1) 2y 4(1_)/)}U(r)—0 (31)
dimana,
—_zqt'(z — 407, 2ATE +2K2 =4p% v (v —1):—V(v;1) (32)
w w w

Setelah diperoleh persamaan diferensial tipe hipergeometri yang ditunjukkan oleh Persamaan (31) ,
maka persamaan (31) direduksi ke dalam bentuk AIM menggunakan fungsi gelombang baru yaitu,

U(r)=y"(1- y)/j f(y) (33)
Sehingga diperoleh,
y(L-y) fdizy)+[(2a+1)—(2a+2ﬂ+2)y}%;)Jr[v' (v' —1)—(a+ﬁ)(a+ﬁ+1)] f(y)=0 (34)
Persamaan (34) dibagi dengan y(1-Y) , maka
,. (20 +1)-(2a+2B+2)y] .. V(V-1)-(a+B)(a+p+1) B
f (y){ y-y) }f (y)+[ YY) f(y)=0 (35)

Persamaan (35) merupakan persamaan diferensial tipe AIM. Persamaan (35) dibandingkan dengan
Persamaan (13), maka didapatkan
~—(2a+1) (28+1)

- 36
Jo =5 S (36)
. - (a+B)(a+p+1)-v (v -1) N (a+B)(a+p+1)-v (v -1) a7
y (1-y)
Dengan menggunakan Persamaan (14)-(18) dan (35), maka diperoleh nilai eigen yaitu
V(v-1)=(a+p+n)(a+B+(n+1)) (38)

Untuk memperoleh persamaan energi relativistik digunakan Persamaan (32) dan (38). Persamaan
energi relativistik untuk persamaan Klein-Gordon dalam efek panjang minimal yaitu

(M) ( fiv(vl)nlln;]:[z;[(EJFMO)(VD;jJFQMJ] +(E+Mo)(\/o7wj+7aw (39)

[ v(v'—l)+£11—n—;j2

dimana,

2
(sz(L +1)+ay, 67 (V";U) J
1

1
. L 40
vi=o+ - +7 (40)

&, =a, 8t (Vo) —2a,, 2 (V@)

ame

(41)
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Vo = aML52 (VOZU)Z - ZO‘ML)((VOZU) + 20‘1\/“_772 (42)

Persamaan (39) merupakan persamaan energi relativistik Klein Gordon pada kondisi spin simetri
dalam efek panjang minimal yang dipengaruhi oleh potensial Hulthen. Persamaan (39) dihitung secara
numerik menggunakan Matlab. Hasil perhitungan energi relativistik dari persamaan Klein-Gordon
dalam efek panjang minimal ditunjukkan oleh Tabel 1.

Tabel 1. Energi relativistik dengan M, =1, @ =0.1, dan

vV, =1
\ E (eV)
oy =0 o, =0001 ¢, =0005 ¢« =0.01

0 -2.2003 -2.1935 -2.1662 -2.1316
1 -2.0897 -2.0842 -2.0622 -2.0343
2 -1.9780 -1.9737 -1.9563 -1.9343
3 -1.8650 -1.8617 -1.8483 -1.8315
4 -1.7504 -1.7480 -1.7381 -1.7257
5 -1.6340 -1.6322 -1.6253 -1.6167

Table 1 menunjukkan energi relativistik meningkat ketika nilai parameter panjang minimal naik.
Ketika bilangan kuantum meningkat, energi relativistik yang dihasilkan menurun. Energi relativistik
ini bernilai negatif karena pegaruh dari potensial Hulthen [16].

Sementara untuk fungsi gelombang dari persamaan Klein-Gordon dalam efek panjang minimal
untuk potensial Hulthen dapat diperoleh menggunakan Persamaan (18)-(21) dan variabel pengubah
coth@ r =1- 2y yang dimasukan ke Persamaan (33), sehingga dihasilkan

Uo(r)zc,[l_coth(m)j“ [1+coth(m)J” “3)

2 2

_C'(l—coth(wr)]a £1+coth(wr)jﬁ

2 2

1—coth(a@r)
Ul(r): (—1)(2a+2ﬁ+2) _ 7 (44)
(2a +1)| 1+ ( 2 j

(2c+1)

E:'[l_com(m)]a [1+ COth(wr)]ﬂ (2a+1)(200+2)

2 2

(-2), (20 +28+3), [H‘“:(‘”r)]

U,(r)=<]1+ (45)

(2a+1) 11
(-2)(-1)(2a+28+3)(2a + 2ﬂ+4)[
(20 +1)(2a +1)2

Persamaan (43), (44), dan (45) berturut-turut menunjukkan persamaan fungsi gelombang n=0 untuk
keadaan ground state, n=1untuk keadaan energi level 1 dan n=2 untuk keadaan energi level 2.

1—coth(ar) ?
2

+
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5. Kesimpulan

Efek panjang minimal telah diterapkan pada Persamaan Klein-Gordon pada kasus potensial skalar sma
dengan potensial vektor dipengaruhi oleh potensial Hulthen yang diselesaikan dengan metode AIM.
Hasil dari penyelesaian yaitu persamaan energi relativistik dan persamaan fungsi gelombang. Energi
relativistik untuk persamaan Klein-Gordon dengan efek panjang minimal menunjukkan bahwa energi
relativistik meningkat ketika nilai parameter panjang minimal naik dan energi relativistik menurun
ketika bilangan kuantum n meningkat.
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