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Abstrak. Dalam makalah ini dibahas masalah infiltrasi dari saluran tunggal bentuk trapesium. 

Persamaan pengatur masalah ini adalah persamaan Richard. Persamaan tersebut dapat dipelajari 

lebih mudah dengan mentransformasikannya menjadi persamaan Helmholtz termodifikasi. 

Dalam penelitian ini, Dual Reciprocity Boundary Element Methods (DRBEM) digunakan untuk 

memecahkan persamaan Helmholtz termodifikasi secara numerik. Dengan menggunakan solusi 

yang diperoleh, nilai numerik dari potensial fluks matrik kemudian dihitung. Metode tersebut 

diterapkan pada masalah infiltrasi stasioner dalam tanah homogen dari saluran tunggal bentuk 

trapesium berlapisan kedap air dan yang tidak berlapisan kedap air. Solusi numerik yang 

diperoleh dari kedua saluran kemudian dibandingkan. 

Keyword. persamaan Richard, persamaan Helmholtz termodifikasi, potensial fluks matrik, 

DRBEM, saluran irigasi tunggal. 

 

 

1. Pendahuluan 

Salah satu jenis irigasi adalah irigasi air permukaan. Menurut Nuchsin [11], sumber air permukaan 

yang dapat dimanfaatkan sebagai sumber air irigasi adalah air bekas galian tambang/air kolong, terjunan 

air, aliran sungai, mata air, dan sebagainya. Dalam makalah ini, pembahasan difokuskan pada irigasi air 

permukaan yang menggunakan sumber air yang berupa aliran sungai.  

Jadi yang dimaksud dengan istilah saluran irigasi tunggal dalam makalah ini adalah saluran buatan 

atau sungai baik sungai besar maupun kecil yang membelah area pertanian atau perkebunan. Saluran 

irigasi jenis ini masih banyak dijumpai di desa-desa yang saluran irigasinya belum 

dimodernisasi/betonisasi. Ilustrasi saluran irigasi tunggal, yang dicuplik dari [6], dapat dilihat pada 

Gambar 1.  

 Air terserap masuk ke dalam tanah melewati dasar dan dinding sungai menuju daerah perakaran 

tanaman. Salah satu hal yang penting pada sistem irigasi adalah distribusi air dalam tanah. Permasalahan 

yang muncul adalah sejauh mana air mampu terserap oleh tanah yang jauh dari sungai. Diketahui bahwa 

tanah yang terletak dekat dengan sungai lebih banyak mengandung air daripada tanah yang jauh dari 

sungai. 
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Gambar 1: Sistem saluran irigasi tunggal  

 

 Penelitian tentang masalah infiltrasi pada tanah homogen telah dilakukan oleh beberapa peneliti, 

di antaranya adalah Aziz dkk [3], Batu [4], Clements dkk [5], Lobo dkk [8], dan Solekhudin [15]. Aziz 

dkk meneliti masalah infiltrasi stasioner dari saluran irigasi berkala dengan menggunakan Boundary 

Element Methods (BEM) [3]. Sementara itu, Clement dan Lobo menggunakan BEM untuk meneliti 

masalah infiltrasi bergantung waktu pada saluran irigasi [5]. Dengan menggunakan BEM juga, Lobo 

dkk meneliti tentang masalah infiltrasi pada saluran irigasi berlapisan kedap air [8]. Berbeda dengan 

peneliti-peneliti sebelumnya, Solekhudin [15] menerapkan Dual Reciprocity Boundary Element 

Methods (DRBEM) pada masalah infiltrasi dari saluran irigasi berkala. 

 Dalam makalah ini dibahas tentang penyelesaian masalah infiltrasi dari saluran tunggal dengan 

menggunakan DRBEM. Tujuan penelitian ini diadakan adalah untuk mengetahui distribusi kandungan 

air dalam tanah di sekitar saluran irigasi tunggal bentuk trapesium. Distribusi kandungan air 

digambarkan dengan distribusi nilai-nilai potensial fluks matrik atau matrik flux potensial (selanjutnya 

cukup ditulis MFP). Dalam Lobo [9], MFP didefinisikan sebagai tenaga penggerak aliran air. Pada 

makalah ini akan dibandingkan distribusi nilai MFP dari saluran irigasi tak berlapisan kedap air dengan 

yang berlapisan kedap air. 

 Dengan menyelesaikan model matematika yang diperoleh, informasi mengenai karakteristik 

penyerapan air dalam tanah di setiap titik lokasi yang dipilih atau diinginkan dapat diperoleh. Ini pada 

akhirnya dapat membantu teknisi pertanian untuk mengatur sistem irigasi yang optimal untuk 

mendapatkan hasil yang baik. 

 

2. Metode Penelitian 

Penelitian ini merupakan penelitian yang didasarkan pada studi literatur dan kajian teoretis. 

Adapun langkah-langkah penelitiannya adalah sebagai berikut. Yang pertama adalah melakukan studi 

literatur tentang konsep irigasi dan proses infiltrasi suatu saluran irigasi tunggal. Kemudian dilanjutkan 

dengan membuat model matematika dari masalah infiltrasi air pada saluran irigasi tunggal yang berupa 

Persamaan Helmholtz termodifikasi. Langkah berikutnya adalah mengaplikasikan DRBEM pada 

penyelesaian persamaan pengatur yang terbentuk. Kemudian membentuk domain model dan syarat 

batas dari saluran irigasi tunggal. Setelah itu, menggunakan program Matlab untuk membantu 

penyelesaian masalah dalam penelitian ini. Sebagai langkah terakhir adalah menginterpretasikan hasil 

yang diperoleh dari pemrograman matlab. 

Sebagai awal penelitian ini, disusun model matematika masalah infiltrasi dari suatu saluran irigasi 

berdasarkan asumsi-asumsi berikut, yaitu panjang penampang saluran yang dimasuki fluks (aliran air) 

adalah 2L, panjang saluran irigasi dapat diabaikan karena panjang saluran tak hingga panjang sehingga 

perbandingan antara lebar dan panjangnya sangat kecil, saluran irigasi selalu penuh terisi air, tidak ada 

pengaruh lain seperti daya serap air oleh akar (root water uptake) dan tekanan salinitas air irigasi, tidak 

ada aliran air yang masuk (infiltrasi) kecuali dari saluran irigasi, dan besar fluks masuk pada permukaan 

saluran irigasi bernilai konstan, yaitu v0. 
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Didefinisikan domain masalah infiltrasi stasioner dengan −∞ < X < ∞ dan Z ≥ 0 (sumbu Z positif 

mengarah ke bawah [13, 16, 17]) yang dinyatakan dengan R dengan batas C seperti pada Gambar 2 

berikut ini :  

         𝐶           𝑋 = −
2𝜋

𝐿
   𝑋 =

2𝜋

𝐿
                                       𝐶           𝑋 = −

2𝜋

𝐿
  𝑋 =

2𝜋

𝐿
 

           𝑣0                       𝑣0                                                                               𝑣0 

                     𝑣0                                                                      𝑣0 

 
                                                                                                                                        lapisan kedap air 

                𝑅                                                                                             𝑅 

 

(a) Tak berlapisan kedap air                                         (b) Berlapisan kedap air 

Gambar 2. Geometri saluran tunggal bentuk trapesium 

 

   

3. Hasil Penelitian  

Dalam studi masalah infiltrasi stasioner, model matematika yang digunakan adalah persamaan 

diferensial parsial tak linear 

𝜕

𝜕𝑋
(𝐾(𝜓)

𝜕𝜓

𝜕𝑋
) +

𝜕

𝜕𝑍
(𝐾(𝜓)

𝜕𝜓

𝜕𝑍
) −

𝜕𝐾(𝜓)

𝜕𝑍
= 0 ,       (1) 

dengan K adalah konduktivitas hidrolik dan 𝜓 adalah potensial hisap. Persamaan (1) disebut 

persamaan Richard yang menggambarkan pergerakan air di dalam tanah tak jenuh dua dimensi. 

Selanjutnya, akan ditentukan solusi dari persamaan (1). 

 Dengan menggunakan transformasi yang diberikan oleh Kirchhoff [14], didefinisikan 

MFP sebagai 

Θ = ∫ 𝐾(𝑠)𝑑𝑠
𝜓

−∞
,                     (2) 

dengan K direpresentasikan dalam hubungan eksponensial [7] 

𝐾(𝜓) = 𝐾0𝑒𝛼𝜓,     𝛼 > 0       (3) 

dengan 𝛼 adalah parameter empirik yang menggambarkan tingkat kekasaran tanah dan 𝐾0 

adalah konduktivitas hidrolik tanah jenuh. Persamaan (2) dan (3) mentransformasikan 

persamaan (1) menjadi persamaan berikut 

𝜕2Θ

𝜕𝑋2 +
𝜕2Θ

𝜕𝑍2 = 𝛼
𝜕Θ

𝜕𝑍
 .       (4) 

 Komponen horisontal dan vertikal fluks berturut-turut ditulis sebagai  

                                                            𝑈 = −
𝜕Θ

𝜕𝑋
 ,                              (5) 

and  

𝑉 = 𝛼Θ −
𝜕Θ

𝜕𝑍
 .       (6) 

 Fluks normal pada permukaan dengan vektor normal satuan n = (𝑛𝑋, 𝑛𝑍) diberikan 

sebagai 



 

 

 

Seminar Nasional Pendidikan Matematika Ahmad Dahlan 2018                      ISSN: 2407-7496 

 
 

646 
 

𝐹 = −
𝜕Θ

𝜕𝑋
𝑛𝑋 + (𝛼Θ −

𝜕Θ

𝜕𝑍
) 𝑛𝑍       (7) 

Besar fluks yang masuk melalui saluran adalah 𝑣0, sedangkan besar fluks pada tanah di 

luar saluran dan juga pada bagian saluran yang berlapisan kedap air adalah 0. Menurut Batu 

[4], untuk 𝑋 = −∞, 𝑋 = ∞ dan 𝑍 = ∞ diasumsikan Θ → 0,
𝜕Θ

𝜕𝑋
→ 0, dan  

𝜕Θ

𝜕𝑍
→ 0. Akibatnya, 

syarat batas untuk masalah ini adalah   

𝐹 = −𝑣0, pada bagian saluran yang tidak berlapisan kedap air,                       (8) 

𝐹 = 0, pada bagian saluran yang berlapisan kedap air,             (9) 

𝐹 = 0, pada permukaan tanah di luar saluran,                 (10) 

Θ =
𝜕Θ

𝜕𝑋
=

𝜕Θ

𝜕𝑍
= 0,  𝑋 = −∞  dan 𝑍 ≥ 0,             (11) 

Θ =
𝜕Θ

𝜕𝑋
=

𝜕Θ

𝜕𝑍
= 0,  𝑋 = ∞ dan 𝑍 ≥ 0 ,                        (12) 

dan 

Θ =
𝜕Θ

𝜕𝑋
=

𝜕Θ

𝜕𝑍
= 0,  𝑍 = ∞ dan −∞ ≤ 𝑋 ≤ ∞.            (13) 

Dengan menggunakan variabel-variabel tak berdimensi berikut, 

𝑥 =
𝛼

2
𝑋;    𝑧 =

𝛼

2
𝑍;   Φ =

𝜋Θ

𝑣0𝐿
 ;    𝑢 =

2𝜋

𝑣0𝛼𝐿
𝑈;    𝑣 =

2𝜋

𝑣0𝛼𝐿
𝑉;    𝑓 =

2𝜋

𝑣0𝛼𝐿
𝐹 ,  (14) 

dan menerapkan transformasi 

Φ = 𝜙𝑒𝑧 ,     (15) 

pada persamaan (4), diperoleh persamaan diferensial parsial linear berikut, 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑧2 = 𝜙 .     (16) 

Persamaan (16) disebut sebagai persamaan Helmholtz termodifikasi. 

Akibatnya, diperoleh syarat batas berikut, 

𝜕𝜙

𝜕𝑛
=

2𝜋

𝛼𝐿
𝑒−𝑧 + 𝑛2𝜙, pada bagian saluran yang tidak berlapisan kedap air,        (17) 

𝜕𝜙

𝜕𝑛
= −𝜙, pada bagian saluran yang berlapisan kedap air,        (18) 

𝜕𝜙

𝜕𝑛
= −𝜙, pada permukaan tanah di luar saluran,         (19) 

𝜙 = 0;
𝜕𝜙

𝜕𝑛
= 0,  𝑥 = −∞ dan 𝑧 ≥ 0,          (20) 

𝜙 = 0;
𝜕𝜙

𝜕𝑛
= 0,  𝑥 = ∞ dan 𝑧 ≥ 0,            (21) 

dan 

𝜙 = 0;
𝜕𝜙

𝜕𝑛
= 0,  𝑧 = ∞ dan −∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞ ,           (22) 

dengan 
𝜕𝜙

𝜕𝑛
=

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑛𝑥 +

𝜕𝜙

𝜕𝑧
𝑛𝑧 adalah derivatif normal dari 𝜙. 

Menurut Ang [2], persamaan integral dari persamaan (16) – (22) adalah 

𝜆(𝜉, 𝜂)𝜙(𝜉, 𝜂) = ∫ {𝜙(𝑥, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑛
[𝜑(𝑥, 𝑧; 𝜉, 𝜂)]  − 𝜑(𝑥, 𝑧; 𝜉, 𝜂)

𝜕

𝜕𝑛
[𝜙(𝑥, 𝑧)]} 𝑑𝑠(𝑥, 𝑧)

𝐶
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 + ∬ 𝜑(𝑥, 𝑧; 𝜉, 𝜂)𝜙(𝑥, 𝑧)𝑑𝑥 𝑑𝑧
𝑅

,           (23) 

dengan 

𝜆(𝜉, 𝜂) = {

 
1

2
, jika (𝜉, 𝜂) terletak pada bagian 𝑠𝑚𝑜𝑜𝑡ℎ  𝐶

1,                            jika             (𝜉, 𝜂) ∈ 𝑅
      (24) 

dan 

𝜑(𝑥, 𝑧; 𝜉, 𝜂) =
1

4𝜋
ln((𝑥 − 𝜉)2 + (𝑧 − 𝜂)2) .     (25) 

Persamaan (25) adalah solusi fundamental persamaan Laplace. 

 Persamaan (23) tidak dapat dipecahkan secara analitik. Oleh karena itu, dibutuhkan suatu 

metode numerik untuk menyelesaikan persamaan integral tersebut. Dalam makalah ini, metode 

yang digunakan adalah DRBEM. Pembaca dapat merujuk ke [2, 12] untuk mengetahui lebih 

detil metode tersebut.  

Untuk menerapkan DRBEM, domain harus dibatasi oleh suatu kurva tertutup sederhana. 

Karena itu, batas-batas yang dipaksakan (imposed boundary) akan diberlakukan untuk 

menggantikan −∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞ dan 𝑧 = ∞ masing-masing menjadi −𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 dan 𝑧 = 𝑐. 

Dalam penelitian ini, dipilih nilai b dan c masing-masing adalah 10. 

Sebagaimana penelitian kami sebelumnya [10], tipe tanah yang menjadi objek penelitian 

ini adalah Pima Clay Loam (PCL) yang mempunyai tingkat kekasaran tanah 𝛼 = 0,014 cm−1 

[1]. 

Untuk tujuan perbandingan, panjang penampang melintang yang dimasuki fluks dari 

kedua saluran irigasi tunggal bentuk trapesium dibuat sama, yaitu 2L = 200 cm. Dengan 

menggunakan nilai 2L tersebut, ditentukan lebar kedua saluran tersebut adalah 
400

𝜋
 cm. Adapun 

kedalaman kedua saluran tersebut adalah 
150

𝜋
 cm dan  

300

𝜋
 cm berturut-turut untuk saluran irigasi 

tak berlapisan kedap air dan berlapisan kedap air.  

 Untuk saluran tak berlapisan kedap air, ditetapkan N = 800 dan M = 625, dan untuk yang 

berlapisan kedap air, N dan M adalah 800 dan 624. Perbedaan kecil dalam nilai N dan M muncul 

akibat perbedaan kedalaman saluran. 

 Variasi nilai MFP tak-berdimensi terhadap kedalaman (Z) dapat dilihat pada Gambar 3 

untuk kedalaman 0 sampai 500 cm. Gambar 3a menjelaskan distribusi nilai MFP di titik-titik 

bawah dasar saluran, yakni diambil X = 30 cm. Untuk saluran tak berlapisan kedap air, nilai 

MFP berkurang seiring bertambahnya kedalaman titik-titik di dalam tanah. Ini menunjukkan 

bahwa kandungan air pada tingkat tanah yang dangkal lebih tinggi daripada bagian yang lebih 

dalam. Sedangkan untuk saluran berlapisan kedap air, mula-mula nilai MFP atau kandungan 

air akan naik seiring bertambahnya Z hingga kemudian nilainya akan menurun. Hal ini 

disebabkan karena tidak adanya fluks yang masuk melalui lapisan kedap air. Mulai kedalaman 

tertentu nilai MFP di titik-titik bawah saluran berlapisan kedap air akan lebih tinggi daripada 

yang di bawah saluran tak berlapisan kedap air. Ini mudah dipahami karena sumber aliran air 

(fluks) saluran berlapisan kedap air lebih dalam daripada saluran tak berlapisan kedap air. 

 Gambar 3b memperlihatkan distribusi nilai MFP di X = 70 cm, yaitu titik-titik di dekat 

kedua saluran. Sedangkan Gambar 3c memperlihatkan distribusi nilai MFP di X = 110 cm, yaitu 

titik-titik yang cukup jauh dari kedua saluran. Kedua gambar mengilustrasikan hal yang sama. 

Mula-mula nilai MFP akan naik seiring bertambahnya Z hingga kemudian nilainya akan 

menurun. Hal ini sesuai dengan kondisi awal yang diberikan bahwa tidak ada aliran air yang 
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melewati permukaan tanah. Nilai MFP di titik-titik vertikal samping saluran berlapisan kedap 

air lebih tinggi daripada yang di bawah saluran tak berlapisan kedap air. Ini mudah dipahami 

karena dinding penampang saluran berlapisan kedap air lebih panjang daripada penampang 

saluran tak berlapisan kedap air sehingga sumber aliran airnya lebih banyak. 

 Sementara itu, Gambar 3d memperlihatkan distribusi nilai MFP di X = 500 cm, yaitu titik-

titik yang jauh dari kedua saluran. Terlihat bahwa nilai MFP naik sampai kedalaman 500 cm. 

Penjelasan penyebab nilai MFP di titik-titik vertikal samping saluran berlapisan kedap air lebih 

tinggi daripada yang di bawah saluran tak berlapisan kedap air sama dengan penjelasan Gambar 

3b dan 3c. 

Dari keempat gambar terlihat bahwa semakin jauh dari saluran, maka perbedaan nilai 

MFP antara saluran berlapisan kedap air dan yang tidak berlapisan kedap air akan semakin 

kecil. 

 

 
a. Di sepanjang X = 30 cm 

 

 
b. Di sepanjang X = 70 cm 
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c. Di sepanjang X = 110 cm 

 

 

 

 

 

 

d. Di sepanjang X = 500 cm 

Gambar 3. Distribusi nilai MFP di sepanjang titik-titik vertikal 

 

 Berikutnya dibahas tentang distribusi nilai MFP dengan diambil titik-titik di dalam tanah 

sepanjang arah horisontal sampai sejauh 500 cm. Variasi nilai MFP tak-berdimensi pada 

kedalaman 25 cm dapat dilihat pada Gambar 4a. Dari gambar terlihat bahwa nilai MFP titik-

titik pada kedalaman tersebut berkurang seiring bertambah jauhnya titik-titik tersebut dari 

dinding saluran. Ini menunjukkan bahwa kandungan air pada tingkat tanah yang dekat dengan 

dinding saluran lebih tinggi daripada bagian yang lebih jauh. Nilai MFP dari saluran berlapisan 

kedap air lebih tinggi karena mempunyai dinding saluran yang lebih lebar daripada saluran tak 

berlapisan kedap air sehingga sumber aliran airnya pun lebih banyak.  

 Gambar 4b memperlihatkan titik-titik pada kedalaman 75 cm. Sebagaimana pembahasan 

distribusi nilai MFP pada kedalaman 25 cm, terlihat bahwa nilai MFP titik-titik pada kedalaman 

tersebut berkurang seiring bertambah jauhnya titik-titik tersebut dari dinding saluran. Ini 

menunjukkan bahwa kandungan air pada tingkat tanah yang dekat dengan dinding saluran lebih 

tinggi daripada bagian yang lebih jauh. Hanya saja nilai MFP dari saluran berlapisan kedap air 

lebih tinggi lebih disebabkan karena mempunyai sumber aliran air (fluks) yang lebih dalam 

daripada saluran tak berlapisan kedap air.  

 Gambar 4c memperlihatkan titik-titik pada kedalaman 300 cm. Seperti pada pembahasan 

sebelumnya, terlihat bahwa nilai MFP titik-titik pada kedalaman tersebut berkurang seiring 

bertambah jauhnya titik-titik tersebut dari sumber aliran air (fluks). Ini menunjukkan bahwa 

kandungan air pada tingkat tanah yang dekat dengan sumber aliran air (fluks) lebih tinggi 

daripada bagian yang lebih jauh. Nilai MFP dari saluran berlapisan kedap air lebih tinggi lebih 
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disebabkan karena mempunyai sumber aliran air yang lebih dalam daripada saluran tak 

berlapisan kedap air.  

Dari ketiga gambar terlihat bahwa semakin jauh dari saluran, maka perbedaan nilai MFP 

antara saluran berlapisan kedap air dan yang tidak berlapisan kedap air akan semakin kecil. 

 
a. Di sepanjang Z = 25 cm 

 
b. Di sepanjang Z = 75 cm 

 
c. Di sepanjang Z = 300 cm 

Gambar 4 Distribusi nilai MFP di sepanjang titik-titik horisontal 
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a. DRBEM dapat menyelesaikan model matematika masalah infiltrasi saluran irigasi alur di 

dalam tanah homogen yang berbentuk masalah syarat batas dengan persamaan pengaturnya 

adalah persamaan Helmholtz termodifikasi dan syarat batasnya adalah syarat batas 

campuran. 

b. Untuk titik-titik di bawah dasar saluran yang berlapisan kedap air dan di bawah permukaan 

tanah di sebelah saluran, kandungan air akan mengalami kenaikan seiring bertambahnya 

kedalaman dan pada titik tertentu kandungan air akan mengalami penurunan. 

c. Semakin jauh dari saluran, maka kandungan air semakin kecil dan perbedaannya semakin 

tidak signifikan antara saluran berlapisan kedap air dan tak berlapisan kedap air.  

 

5. Saran 

a. Penelitian ini menggunakan jenis tanah homogen, padahal pada kenyataannya tanah 

terdiri atas beberapa tekstur yang berbeda pada lapisan-lapisan tertentu. Oleh karena itu, 

dalam pengembangannya dapat dilakukan penelitian dengan menggunakan jenis tanah 

heterogen. 

b. Nilai fluks yang masuk pada permukaan saluran dalam penelitian ini diasumsikan bernilai 

konstan. Oleh karena itu, selanjutnya dapat dilakukan penelitian berupa permasalahan 

infiltrasi dengan fluks tak konstan pada permukaan saluran. 
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