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Pelabelan Harmonis Ganjil pada Amalgamasi Graf Kincir 

Angin Double Quadriateral  

Fery Firmansah1, Muhammad Wahid Syaifuddin2 
1,2Prodi Pendidikan Matematika FKIP Universitas Widya Dharma Klaten 

Abstract. Amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥
1 adalah graf yang dibentuk dari operasi amalgamasi dua graf kincir angin double quadrilateral 

𝐷𝑄(𝑛) dengan graf lintasan 𝑃2. Graf yang memenuhi sifat pelabelan harmonis ganjil disebut 

sebagai graf harmonis ganjil. Pada makalah ini, akan ditunjukkan bahwa amalgamasi graf kincir 

angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥ 1 memenuhi sifat pelabelan 

harmonis ganjil sedemikian sehingga amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗

𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥ 1 adalah graf harmonis ganjil.  
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1. Pendahuluan 

 Graf harmonis ganjil ditemukan oleh Laing dan Bai tahun 2009. Graf harmonis ganjil 𝐺(𝑝, 𝑞) 

adalah graf yang memenuhi sifat pelabelan harmonis ganjil yaitu fungsi pelabelan simpul 𝑓: 𝑉(𝐺) →
{0,1,2,3, … ,2𝑞 − 1} bersifat injektif  sedemikan sehingga menginduksi fungsi pelabelan busur 

𝑓∗: 𝐸(𝐺) → {1,3,5,7, … ,2𝑞 − 1} dengan 𝑓∗(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) yang bersifat bijektif (Liang dan Bai, 

2009). Sampai tahun 2018 telah banyak hasil penelitian yang telah diterbitkan baik berupa jurnal 

maupun prosiding tentang graf harmonis ganjil. Penelitian yang relevan dengan makalah ini antara lain 

Vaidya, S. K., dan Shah, N. H. (2011), Vaidya, S. K., dan Shah, N. H. (2012), Alyani, dkk (2013), 

Saputri, G. A., dkk (2013),  Abdel-All (2014), Jeyanthi, P dkk (2015), Firmansah dan Sugeng (2015), 

Firmansah dan Syaifuddin (2016), Firmansah (2016), Firmansah dan Yuwono (2017), Firmansah 

(2017), dan Firmansah dan Syaifuddin (2018).   

Penelitian ini pada dasarnya adalah penelitian lanjutan dari penelitian penulis sebelumnya. 

Firmansah dan Syaifuddin (2016) telah memperkenalkan definisi graf kincir angin double quadrilateral 

𝐷𝑄(𝑛) beserta sifat-sifatnya, lebih lanjut pada makalah yang sama telah dibuktikan bahwa graf kincir 

angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) adalah graf harmonis ganjil. Amalgamasi graf 𝐺 dengan simpul 𝑢 dan 

𝐻 dengan simpul 𝑣  adalah graf baru 𝐺 ∗ 𝐻 yang diperoleh dengan menggabungkan simpul 𝑢 dan 𝑣 

menjadi simpul 𝑧. Firmansah dan Syaifuddin (2018) telah membuktikan bahwa amalgamasi graf kincir 

angin belanda  𝐶4
(𝑛)

∗ 𝑃2 ∗ 𝐶4
(𝑛)

 dengan 𝑛 ≥ 1 adalah graf harmonis ganjil.  

Pada makalah kali ini penulis akan mengkonstruksi graf baru yaitu amalgamasi graf kincir angin 

double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥ 1 beserta sifat-sifatnya, lebih lanjut akan 

ditunjukkan amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥ 1 

memenuhi sifat pelabelan harmonis ganjil sedemikian sehingga amalgamasi graf kincir angin double 

quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥ 1 adalah graf harmonis ganjil.  

 

2. Metode Penelitian 
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Penelitian ini merupakan penelitian kualitatif berjenis pengembangan toeri. Pada tahapan awal 

penelitian, peneliti menelaah referensi yang relevan untuk mendapatkan open problem yang akan 

diselesaikan. Tahap berikutnya, peneliti mengkonstruksi graf baru beserta sifat-sifatnya. Berdasarkan 

sifat-sifat khusus yang telah diperoleh dari konstruksi graf, penulis mengkonstruksi rumus fungsi 

pelabelan simpul dan rumus fungsi pelabelan busur yang memenuhi sifat-sifat pelabelan harmonis 

ganjil. Tahapan akhir dari penelitian ini, penulis menyatakan hasil penelitian dalam teorema disertai 

dengan bukti secara matematis.  

 

3. Hasil Penelitian  

Hasil penelitian disajikan dalam bentuk definisi dan teorema disertai buktinya secara matematis.  

Graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) adalah graf yang diperoleh dari 𝑛 graf double 

quadrilateral 𝐷𝑄 yang mempunyai satu simpul pusat pesekutuan (Firmansah dan Syaifuddin, 2016).  

 

Definisi 1. Amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥ 1 adalah 

amalgamasi dua graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) dengan graf lintasan 𝑃2. 

Secara lebih lengkap Definisi 1. dapat dilihat pada Gambar 1. berikut ini.  
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Gambar 1. Konstruksi amalgamasi graf kincir angin double  quadilateral  𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) 

 

Berdasarkan Gambar 1 diperoleh  

𝑉(𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛)) = {𝑢0} ∪ {𝑣𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2,3} ∪ {𝑤𝑖

𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2} 

∪ {𝑥0} ∪ {𝑦𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2,3} ∪ {𝑧𝑖

𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2} dan  

𝐸(𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛)) = {𝑢0𝑣𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2,3} ∪ {𝑣𝑖

2𝑗−1𝑤𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2} 

∪ {𝑤𝑖
𝑗𝑣𝑖

2|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑢0𝑥0} ∪ {𝑥0𝑦𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2,3} 

∪ {𝑦𝑖
2𝑗−1𝑧𝑖

𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑧𝑖
𝑗𝑦𝑖

2|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2} 
 

Teorema 2. Amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral  𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥ 1 

adalah graf harmonis ganjil. 

Bukti 

Berdasarkan Definisi 1 diperoleh   

𝑝 = |𝑉(𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛))| = 10𝑛 + 2 dan  

𝑞 = |𝐸(𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛))| = 14𝑛 + 1.  

Definisikan fungsi pelabelan simpul 𝑓: 𝑉(𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛)) → {0,1,2,3, … ,28𝑛 + 1} sebagai 

berikut: 
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𝑓(𝑢0) = 0               (1) 

𝑓(𝑣𝑖
𝑗) = 6𝑖 + 2𝑗 − 7, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2,3        (2) 

𝑓(𝑤𝑖
𝑗
) = 28𝑛 − 14𝑖 + 2𝑗 + 6,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2               (3) 

𝑓(𝑥0) = 6𝑘 + 1,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛              (4) 

𝑓(𝑦𝑖
𝑗) = 6𝑖 + 2𝑗 − 6, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2,3       (5) 

𝑓(𝑧𝑖
𝑗
) = 20𝑛 − 14𝑖 + 2𝑗 + 5, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,  𝑗 = 1,2           (6) 

Berdasarkan persamanan (1), (2), (3), (4), (5), dan (6) diperoleh fungsi setelah dilabel   

𝑓 (𝑉(𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛))) = {0,1,2,3, … ,28𝑛 − 4} ⊆ {0,1,2,3, … ,28𝑛 + 1} dan fungsi pelabelan 

simpul 𝑓 memberikan label yang berbeda pada setiap simpul sehingga fungsi 𝑓 memenuhi  pemetaan 

injektif.  

Fungsi pelabelan simpul 𝑓 akan menginduksi fungsi pelabelan busur 𝑓∗: 𝐸(𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗

𝐷𝑄(𝑛)) → {1,3,5,7, … ,28𝑛 + 1} didefinisikan sebagai berikut:  

𝑓∗(𝑢0𝑣𝑖
𝑗) = 6𝑖 + 2𝑗 − 7,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2,3                     (7) 

𝑓∗(𝑣𝑖
2𝑗−1𝑤𝑖

𝑗) = 28𝑛 − 8𝑖 + 6𝑗 − 3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2                    (8) 

𝑓∗(𝑤𝑖
𝑗𝑣𝑖

2) = 28𝑛 − 8𝑖 + 2𝑗 + 3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2             (9) 
𝑓∗(𝑢0𝑥0) = 6𝑛 + 1,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘           (10) 
𝑓∗(𝑥0𝑦𝑖

𝑗) = 6𝑛 + 6𝑖 + 2𝑗 − 5,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2,3                  (11) 

𝑓∗(𝑦𝑖
2𝑗−1𝑧𝑖

𝑗) = 20𝑛 − 8𝑖 + 6𝑗 − 3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2                  (12) 

𝑓∗(𝑧𝑖
𝑗𝑦𝑖

2) = 20𝑛 − 8𝑖 + 2𝑗 + 3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 1,2          (13) 

Berdasarkan persamaan (7), (8), (9), (10), (11), (12), dan (13) diperoleh fungsi  setelah dilabel 

𝑓∗ (𝐸(𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛))) = {1,3,5,7, … ,28𝑛 + 1} dan fungsi pelabelan busur 𝑓∗ memberikan label 

yang berbeda pada setiap busur sehingga fungsi 𝑓∗ memenuhi  pemetaan bijektif.  

Akibatnya amalgamasi  graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛)  dengan 𝑛 ≥
1 adalah graf harmonis ganjil ∎ 

 

Contoh 3. Diberikan contoh pelabelan harmonis ganjil amalgamasi graf kincir angin double 

quadrilateral 𝐷𝑄(3) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(3) dalam Gambar 2, pelabelan harmonis ganjil amalgamasi graf kincir 

angin double quadrilateral 𝐷𝑄(4) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(4) dalam Gambar 3 dan pelabelan harmonis ganjil 

amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(5) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(5) dalam Gambar 4.  
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Gambar 2. Pelabelan harmonis ganjil pada amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 

𝐷𝑄(3) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(3) 
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Gambar 3. Pelabelan harmonis ganjil pada amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 

𝐷𝑄(4) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(4) 
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Gambar 4. Pelabelan harmonis ganjil pada amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 

𝐷𝑄(5) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(5) 
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4. Simpulan dan Saran 

Simpulan 

Simpulan yang diperoleh dari hasil penelitian ini berbentuk konstruksi amalgamasi graf kincir 

angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 𝑛 ≥ 1 (Definisi 1) dan konstruksi pelabelan 

harmonis ganjil  pada amalgamasi graf kincir angin double quadrilateral 𝐷𝑄(𝑛) ∗ 𝑃2 ∗ 𝐷𝑄(𝑛) dengan 

𝑛 ≥ 1 (Teorema 2). Pada bagian akhir diberikan beberapa contoh pelabelan harmonis ganjil pada 

amalgamasi graf kincir angin double qualidateral untuk mempermudah pemahaman.  

Saran 

Saran untuk peneliti berikutnya adalah mencari kelas graf baru yang belum ditemukan 

pelabelannya baik pelabelan harmonis ganjil maupun pelabelan jenis yang lain.  
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